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196. 


NOTE SUR UN PROBLÈME D'ANALYSE INDÉTERMINÉE. 


[From the Nouvelles Annales de Mathématiques (Terquem and Gerono), `t. xvI. (1857), 
pp. 161—165.] 


EULER a donné dans le Mémoire: Regula facilis problemata Diophantea per numeros 
integros expedite solvendi (Comment. Arith. Coll., t. 11, p. 263) la solution que voici de 
l'équation indéterminée 

a + Ba += + ny +0; (1) 


en supposant que Pon ait la solution æ =a, y=b de manière que 


aa? + Ba + y = +b + 6, 
et en posant 5 HAL 
8= Var? + 15 


, 


où r est une quantité quelconque, l'équation sera satisfaite par les valeurs 


(s—1)8 


æ= sa + rb + Ba a trn, 


y=arat sht p” +4rĝ; 


en effet, on voit sans peine que ces valeurs donnent identiquement 
ax? + Ba + y — (Ey + ny + 0) = aa + Ba + y — (ED? + nd + 0) = 0. (2) 


En supposant de plus que les coefficients a, B, y, & n, 0 soient des nombres entiers 
tels que ağ soit un entier positif non carré, on peut toujours déterminer le nombre 
entier r de manière que s soit un nombre entier; cela étant, et en supposant que 
a, b soient des entiers, il est évident que x, y seront des nombres rationnels. Euler 
a de plus remarqué que lon peut toujours faire en sorte que æ, y soient des nombres 
entiers. En effet, si les formules donnent æ=, y=b des valeurs non entières, en 
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substituant dans les formules au lieu de a, b les valeurs a, D, on obtiendra pour 
æ, y des valeurs entières; cela se vérifie sans peine. 


L'équation indéterminée (2) rentre dans celle-ci 
(a, b, c, f, g, Ua, y, 2 Ÿ=(a, b, c, f, g, Ua, y, 2); (3) 
en supposant que la forme ternaire 


(a, b, c, f, g, hÜax, y, #Ÿ 


se transforme en elle-même au moyen d’une substitution linéaire quelconque, on peut 
supposer que cette substitution soit telle que lon ait z=z; cela étant, en écrivant 
z'=2=1 et en mettant de plus À=0, l'équation (3) se réduit évidemment à une forme 
telle que l'équation (2). Or on peut trouver par la méthode générale de M. Hermite 
la solution convenable de l'équation (3). En supposant, comme à l'ordinaire, 


A=bc—f?,..  HB=gh—af,.. 
K = abc — af? — bg? — ch? + 2fgh, 
il faut pour cela écrire 
d'=2ÆE-x, yY =m- y, 2 =28—2, 


et 
a + hy + gz =a + him + gE — En + q6, 


hæ + bæ + fz =hE + bn + fé + QUE — qOË, 
ge + fy +0 =g9ẸE+ fn +08 — QÙE + On. 


où q est une quantité arbitraire. En effet, en multipliant ces équations par £, n, & 
et en ajoutant, on obtient y 


(a, b, c, f, g, RGE, n, EÑ, y, z)= (a, b, c, f, g, AVE, n, &) 
et, au moyen de cette équation et des valeurs 
æ =2E— w, y =m- y, 7 =26—z, 


on forme tout de suite léquation (3). De plus, en multipliant les trois équations 
par ©, ğ, © et en ajoutant, on obtient Kz = Ký, c'est-à-dire z= ¢ et de là z7 =z. 


Cela étant, les deux équations donnent, en remplaçant £ par z, 
af + (h — që) n =ar + hy +(g -q8 )z, 
(h +q6)E + by = ha + by + (f+q®)z, 
et de là, en remarquant que 


ab — (h — q6) (h+q@)=€ + 9° = E (1 +e), 
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on obtient très-facilement, éliminant successivement y et £, 


(1 + gC) É=(1+ qh)z+ qby+( qf + gO) z, 


A+gC)n=-  qaz+(l1—qħh)y+(— 49 + 8) z 
et ensuite 
(+g) = (1 + 2qh — 6) x + 2qby+2( qf+g®)z, 
(1+9E) y = — qas + (1 — 2qh — CE) y + 2(— 99 +98 )z, 
c’est-à-dire, en écrivant z=2 = 1, les valeurs 
(1+@E)x = (1 + 2qh — q°E) x + 2qby + 2( gf+9 6) (4) 
(+96) y = — 2qae + (1 — 29h —gE)y+2(—99+98) 
satisfont identiquement à l'équation 
(a, b, c, f g, hÿa', y, 1} = (a, b, c, f, g, hia, y, 1} (5). 
En prenant h=0, on a 
E=ab, S=-af, G=—bg, 
et les formules deviennent 
(1+ gab) x = (1 — gab) x + 2qby + 2q(f — ea (6) 
(1+gab)y = —2qaz+(1— ab) y — 2q (g + qaf) 


valeurs qui satisfont identiquement à l’équation 
(ag? + 2ga +1) + (by +2fy +m) = (aa? + 2g +0) + (by +2fy +m) (1), 
[où pour c jai mis L+ m] et en y écrivant 


1 — qab 


D Pol a 


on obtient des formules qui correspondent précisément aux équations données par Euler 
pour æ, y en termes de q, b. 


Londres, 10 Mars, 1857. 
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